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Jedna nejednakost u vezi s trokutom i neke njene posljedice
Šefket Arslanagić1
U ovom radu ćemo dati dokaz nejednakosti
hc  sγ  tc, (1)
gdje su hc i tc visina i težišnica trokuta ABC , povučene iz njegovog vrha C i sγ je
duljina simetrale kuta γ = <)ACB tog trokuta. Najprije ćemo dokazati ovaj teorem.
Teorem 1. U svakom trokutu simetrala kuta leži izme -du visine i težišnice povučenih
iz istog vrha trokuta.
Dokaz. Neka su |CD| = hc , |CE| = sγ i |CF| = tc (D , E , F ∈ AB), visina,
simetrala kuta γ i težišnica trokuta ABC (slika 1). Ne smanjujući općenitost, možemo





<)ACB i <)ACD < <)ACE.
Slika 1.
Odavde zaključujemo da se točka D nalazi izme -du A i E .









zaključujemo |AE| < 1
2
|AB| ili |AE| < |AF| što znači da točka F leži izme -du E i B .
Tako smo dokazali da se točka E nalazi izme -du D i F .
Posljedica 1. Ako je trokut ABC jednakokračan, točke D , E i F se podudaraju tj.
hc ≡ sγ ≡ tγ .
1 Izvanredni profesor u mirovini na Prirodoslovno-matematičkom fakultetu u Sarajevu,
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Napomena 1. Lako se dokaže da je za pravokutan trokut ABC (<)ACB = 90◦) ,
sγ = CD simetrala kuta <)DCF .
Dokazat ćemo još jedan teorem.
Teorem 2. U trokutu ABC vrijedi sljedeća nejednakost
tc
sγ















(2a2 + 2b2 − c2)
ab
(a + b)2






2 + 2b2 − c2
(a + b)2 − c2 . (3)
Preostaje nam dokazati nejednakost
2a2 + 2b2 − c2
(a + b)2 − c2  1
⇐⇒ 2a2 + 2b2 − c2  (a + b)2 − c2 (jer je a + b > c)
⇐⇒ (a − b)2  0.
(4)








a odavde dobivamo (2).
Jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b . Sada iz nejednakosti izme -du aritmetičke

















sγ  tc. (6)
Promatrajmo sada pravokutan trokut CDE (slika 1), kod kojeg je |CD| = hc njegova
kateta i |CE| = sγ hipotenuza pa vrijedi |CD|  |CE| tj.
hc  sγ . (7)
Sada iz (6) i (7) slijedi nejednakost (1), tj.
hc  sγ  tc.
Jednakost u (1) vrijedi ako je trokut ABC jednakokračan, |AC| = |BC| .
Napomena 2. Nejednakost tc  sγ se može jednostavno dokazati i na ovaj način: Sa
slike 1 vidimo da je trokut CDE pravokutan pa je kut <)CED šiljast, odnosno kut <)CEF
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je tupi, a kut <)CFE = <)CFD je šiljast. Na osnovu činjenice da nasuprot većeg kuta u
trokutu leži veća stranica, iz trokuta CEF dobivamo <)CEF > <)CFE =⇒ |CF| > |CE| ,
tj.
tc  sγ .
Naravno, u trokutu ABC vrijede i analogne nejednakosti
ha  sα  ta (8)
hb  sβ  tb. (9)
Nakon zbrajanja nejednakosti (1), (8) i (9) dobivamo
ha + hb + hc  sα + sβ + sγ  ta + tb + tc. (10)
Dokažimo sada sljedeći teorem.
Teorem 3. Ako su ha + hb + hc visine trokuta ABC , a r njegov radijus upisane
kružnice, tada vrijedi nejednakost:













































Na osnovu nejednakosti izme -du aritmetičke i harmonijske sredine tri pozitivna broja i
jednakosti (12) slijedi











, tj. ha + hb + hc  9r,
a ovo je (11). Jednakost u (11) vrijedi ako je trokut istostraničan.
I na kraju dokažimo ovaj teorem.
Teorem 4. U trokutu vrijedi nejednakost
ta + tb + tc  4R + r, (13)
gdje su R i r radijusi opisane i upisane kružnice trokuta ABC .
Dokaz. Neka su da , db , dc redom udaljenosti središta opisane kružnice trokuta ABC
od stranica BC , CA , AB . Tada imamo (nejednakost trokuta):
ta  R + da, tb  R + db, tc  R + dc,
a odavde, nakon zbrajanja
ta + tb + tc  3R + da + db + dc. (14)
Iz trokuta OBC imamo (točka O je središte opisane kružnice trokuta ABC ,
<)BOC = 2α ):








= R cos α,
te analogno db = R cos β i dc = R cos γ .
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Slika 2.
Nakon zbrajanja posljednje tri jednakosti, dobivamo
da + db + dc = R(cos α + cos β + cos γ ),




da + db + dc = R + r. (15)
Sada iz (14) i (15) dobivamo nejednakost
ta + tb + tc  4R + r,
a ovo je tražena nejednakost.
Jednakost u (13) vrijedi ako i samo ako je ta = tb = tc (istostraničan trokut). Najzad
iz nejednakosti (10), (11) i (13) slijedi
9r  ha + hb + hc  sα + sβ + sγ  ta + tb + tc  4R + r,
u kojoj jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut istostraničan.



































Jednakost u svakoj od četiri posljednje nejednakosti vrijedi ako i samo ako je a = b = c ,
tj. ako i samo ako je trokut jednakostraničan.
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